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1 Begreppsmodeleringi UML

1.1 Inledning

Den hér lilla skriften handlar om begreppsmodellering, vilket & en teknik for att beskriva egen-
skaper hos och relationer mellan olika begrepp inom ett givet problemomrade. Den introduce-
rar grundernai ett begreppsmodelleringssprak som kallas UML (Unified Modeling Language),
vilket &r ett bildsprak dar man kan rita upp begreppen och deras relationer i olika typer av dia-
gram®. Avsikten med detta ar att synliggora hur man tanker inom ett visst omrade, dvs vilka
aspekter man tycker &r viktigt att betona och vilka man anser att man kan uteldmna. N&ar man
ger en verbal beskrivning av sinatankar, sa klingar orden bort sa fort som man har uttalat dem.
Né&r man déaremot ritar upp en bild dver begreppen och deras relationer sa far man en bakgrund
mot vilken man kan diskutera och upptéacka otydligheter och motséagelser i sina resonemang.
Bilden stannar ju kvar hela tiden, vilket gor att nar man diskuterar begreppen sa syns det hela
tiden hur man har tankt pa dem hittills. Detta underl&ttar vidareutveckling och forfining av
begreppsmodellen sdval som kommunikation av densamma mellan olikaindivider och grupper.
En viktig avsikt med begreppsmodellering &r att uppna konsensus (= samsyn) pa vilka aspekter
som &r viktigainom ett visst omrade, och vilka som kan utelamnas (= bortsesifran) eftersom de
ar ovésentligai sammanhanget.

VSR IAN

kalibrerings-
process

A B

Fig. 1. Kalibreringsprocessen mellan tva olika beskrivningar av samma sak.

Fig. (1) illustrerar den kalibreringsprocess (= sammanjamkningsprocess) som uppstar nér man
har tva olika beskrivningar [ P], respektive [P], av sammaomrade P framstdllda av individerna
(eller grupperna) A respektive B.

Begreppsmodellering av ett omrade handlar alltsa om att beskriva hur vi ténker pa omradet, och
UML ger oss ett grafiskt sprak for att rita upp dessa tankar. For en fordjupande beskrivning av
UML set.ex. [(18)].

1. Sehttp://www.omg.org/uml



12 Syfte

Syftet med att introducera begreppsmodellering i kursen “Intro till IT” & att ge dig som student
ett verktyg for att beskriva din egen uppfattning om de matematiska begreppen och deras kopp-
lingar till varandra och till andra amnen. Det & val kant att manga studenter har svarigheter
med detta, vilket antagligen har att gora med det sétt pa vilket matematiken presenterasi sko-
lan. Den traditionella matematikundervisningen agnar valdigt mycket tid & raknetraning och
betydligt mindre tid at att tydliggora de bakomliggande begreppen. Naturligtvis maste man
rékna, annars missar man podangen, men vad det handlar om &r att forsoka tydliggéramalet med
rékningarna, i vilket ssmmanhang man réknar och varfor man véaljer ett visst sétt att rékna etc.

Man skulle kunna definiera en matematiker som en person som tanker i en dag for att slippa
réknai en timme. Trots detta marknadsfrs skolmatematiken i huvudsak som rékning. Ett mera
Onskvart sétt att presentera matematiken skulle kunna genomsyras av mottot “Tank férst och
rakna sedan!” Ju mer man har ténkt, desto mindre maste man namligen rakna.

Att forandra matematikundervisningen i denna riktning & ingen enkel uppgift, och det maste
betonas att anvandning av begreppsmodellering innebér ett nytt pedagogiskt grepp i detta sam-
manhang. Forhoppningen &r att genom att begreppsmodellera sin egen uppfattning av de mate-
matiska begrepp som man mdéter kan man som student dka sin egen medvetenhet om de
matemati ska begreppens struktur, dvs om deras definitioner, egenskaper och relationer till var-
andra. Detta bor kunna hjdlpatill att skapa en béttre 6verblick 6ver det matematiska samman-
hanget bakom rékningarna, samt bidratill en 6kad forstaelse for hur de matematiska begreppen
tillampas inom olika vetenskaper.

1.3 Begreppsbildning

Begreppsbhildning ar en forutsdttning for al form av mental aktivitet. Podngen med begrepps-
bildning &r foljande: Val valda begrepp hjalper oss att bortse fran det ovasentliga genom att
skapa idealiserade strukturer som fokuserar pa det vasentliga.

Exempel pa sadana begrepp &r “punkt”, “linje”, “plan” och “cirkel” inom geometrin. De &r ide-
aliserade, i den meningen att de inte betecknar nagot som finnsi verkligheten, men de uttrycker
ett “extremt ideal” som gor att verkliga forema kan rangordnas med avseende pa hur val de
nérmar sig detta ideal, dvs hur punktformiga, rétlinjiga, plana eller cirkuldrade &r i verklighe-
ten. Dessa geometriska begrepp utgor de tidigaste kanda historiska exemplen pa matematiska
idealiseringar. De uppfanns och borjade utforskas av grekerna pa 600-talet fore Kristus. Man
kan faktiskt séga att dettainnebar den abstrakta (= rena) matematikens fodel se. Innan dess hade
matematiken bestatt uteslutande av erfarenhetsbaserade regler for praktiska tillampningar inom
t.ex. ekonomi (handel) och juridik (arvsskifte).

Begreppshildningsprocessen har diskuterats och problematiserats av de flesta stora filosofer
genom historien alltsedan Platon pa 300-talet fore Kristus. Platon blev sdimponerad av de ide-
aliserade matematiska strukturerna att han betraktade dem som mera verkliga én den sinnliga
verkligheten sjdlv. Man talar alltsedan dess om Platons idévarld.



Det skulle fora for langt att har diskutera de mer subtila (filosofiska) aspekterna pa begrepps-
bildning och begreppsmodellering. Vi ndjer oss i stéllet med en starkt férenklad beskrivning
som i huvudsak bygger pa framstéllningen i [(16)], dit I&saren hanvisas fér en mer ingaende
diskussion av dessa fragor. Vi borjar med att definieravad vi menar med ett begrepp:

Definition 1:  Ett begrepp & en representation av nagot som vi har upplevt eller kan fore-
stélla oss, och som vi kan tillampa pa objekten (= foremalen = tingen) i vart
medvetande.

Exempel pa begrepp &r t.ex. “stol” och “odddlig”. Vi behtver bilda begrepp for att kunnatanka
och kommunicera med varandra. Utan begrepp skulle vi inte kunna bygga upp négot sprak och
darfor inte kunna utbyta information i méansklig mening.

De begrepp vi skapar inom ett visst omrade tjénar syftet att beskriva hur vi uppfattar omradet i
fraga. Vi sager att vi bygger upp en begreppsmodell av omradet. Det & viktigt att betona att en
begreppsmodell dver ett omrade inte &r en direkt beskrivning av omrédet utan en beskrivning av
hur vi véljer att uppfatta omradet - dvs vad vi tycker &r vasentliga aspekter pa omradet.

Ett sétt att skapa ett begrepp & genom att ange konkreta exempel pa begreppet. Det ar savi lar
oss de flesta begrepp nar vi & sma. Nagon pekar t.ex. pa ett foremal och sager “bil”, pekar pa
ett nytt forema och upprepar ordet “hil”, etc, och sa smaningom l&r vi oss att forsta begreppet
bakom ordet (= beteckningen). Safort vi har forstétt ett begrepp kan vi sedan anvanda det som

ett filter pa var omvarld, och t.ex. delain alla objekt i varlden i tva grupper: “bilar” respektive
“icke-bilar". En sadan indelning kan ett forskolebarn i princip klaraav att utfora.

Begreppet bil motsvaras adltsai dettafall av méangden av alabilar.
Definition 2:  Mangden av objekt som tillhor ett begrepp kallas for begreppets extension.

Definition 3:  Att identifiera ett begrepp genom att iaktta likheter och sérskiljande egen-
skaper hos en grupp av objekt kallas for att klassificera objekten.

Ett begrepp kan dven skapas pa ett abstrakt sétt, genom att formulera en s.k. definition:

Definition 4:  Ett begrepps definition anger dess intention, dvs vilka egenskaper det vill
uttrycka respektive avgransai forhallande till omgivningen.

Definition 5: Vi Sager att ett begrepp kan tillampas pa ett visst forema (= objekt) om
foremalet uppfyller begreppets intention, dvs villkoren i dess definition.

Man skulle t.ex. kunna definiera begreppet “bil” pa foljande sétt:

Definition 6:  En bil & en |&da som har minst 3 hjul, plats for minst en person, samt kan
framféras under personlig kontroll 1&angs en vag.

Ett forema kan alltsa (i den inférda begreppsmodellen) betraktas som en bil om det uppfyller
villkoren i Definition (6).

| detta exempel kan vi notera flera saker som ar typiska for begrepp:



» Ett begrepp maste definieras med hjdp av andra begrepp. Har definieras begreppet bil med
hjalp av begreppen “1&da’, “hjul”, “person”, “framforas’ “personlig kontroll” och “vag”.

* Ett begrepp innehdller alltid forenklingar som lyfter fram vissa saker och uteldmnar andra.
Man séger att begreppen ar idealiserade. Begreppshildning &r i galva verket ndra kopplat till
abstraktion (= bortseende). “ The power of thinking is knowing what not to think about”.

« | den varld som omger oss & granserna standigt flytande. Var gar t.ex. grénserna mellan dag
och natt? Om vi kallar dessa skymning och gryning far vi samma problem med att definiera
gransen mellan t.ex. dag och skymning. Detta problem &r typiskt for all form av begreppsbild-
ning. Sa fort vi infor ett antal begrepp sa lagger vi i séva verket ett skarpt rutnat 6ver den
mjukt varierande verkligheten. Det & detta som &r sjdlva avsikten - att ge oss ett mentalt koor-
dinatsystem mot vilket var uppfattning om verkligheten blir |attare att beskriva. Ett val definie-
rat begrepp ger altsd upphov till (ndgorlunda) skarpagréanser. Ju béttre definierat ett begrepp &r,
desto l&ttare blir det att g& igenom foremalen i omvarlden och avgtéra om de uppfyller begrep-
pets intention eller inte.

* Definitionen av ett begrepp &r altid beroende av i vilket sammanhang begreppet ska anvéan-
das. Det géller helatiden att bortse frén det som & ovasentligt och fokusera pa det vasentliga.
Ett begrepp blir darfor alltid kopplat till en grupp av personer och ett visst anvandningsomrade
(problemdoman). Om vi t.ex. betraktar begreppet “bil” sa skulle det sékerligen definieras pa
olika sétt av t.ex. skattemyndigheterna respektive av ett biltillverkningsféretag. For skattemyn-
digheterna kanske det skulle racka med att definiera en bil som en post i bilregistret, dvs ett
registreringsnummer, en fabrikstyp, en arsmodell och en &gare, eftersom denna information
kanske &r allt som myndigheten &r intresserad av for att kunnaréakna ut hur dgaren ska beskattas
for sitt bilinnehav. For ett biltillverkningsforetag ar detta uppenbarligen en helt otillracklig
beskrivning av begreppet bil. | detta sasmmanhang blir andra egenskaper hos begreppet rele-
vanta.

1.4 Att symbolisera begrepp

Till ett begrepp hor enligt ovan dess intention (= definition) och dess extension, dvs de foremal
som satisfierar begreppet (= uppfyller villkoren i begreppets definition). Till ett begrepp hor
aven ett antal symboler, som anvands for att beteckna begreppet. Den viktigaste symbolen for
ett begrepp ar dess namn. Symboler ger oss ett effektivt sétt att refereratill olikabegrepp. Deér
speciellt anvandbara nér vi vill kommunicera begreppen utan att anvanda langa definitioner.

Definition 7:  Tva symboler kallas synonyma om de betecknar samma begrepp.

| en modell av ett affarssystem kan t.ex. symbolerna “kund” och “klient” vara synonymer for
samma begrepp.

Definition 8:  Tva begrepp kallas homonyma om de kan betecknas av samma symbol.

For de flesta foretag betecknar t.ex. symbolen “avslutat kop” tva olika begrepp. For en séljare
innebér ett avslutat kdp en handskakning med meningsfulla nickar, medan det fér administra-
tionsavdelningen inte existerar ndgot avslutat kop forran ett kdpekontrakt har undertecknats och



godkants. Homonyma begrepp kan stélla till stora problem vid begreppsmodellering, eftersom
en symbol i detta fall bara kan fa mening genom det sammanhang i vilket symbolen anvands.

1.5 Objekt eller varde - en fraga om identitet

Den verklighet vi upplever bestér av de begrepp som vi besitter och de foremal (= instanser =
exempel) pa vilka begreppen kan tillampas. Man brukar inom datalogin skilja mellan foremal
som har identitet (som t.ex. en bil) och férema som inte har identitet (t.ex. ett heltal). Om man
skapar en kopiaav en bil, s blir den &nda en annan bil, men om man skapar en kopia av talet 7
saror det sig anda om sammartal.

Definition 9:  En instans med identitet kallas en objekt-instans (eller ett objekt) medan en
instans utan identitet kallas en varde-instans (eller ett varde).

Anledningen till att man inom datalogin betonar skillnaden mellan objekt och varden &r att de
maste behandlas pa helt olika sétt i ett datorprogram. Ett objekt maste t.ex. altid refereras till
(pekas ut) - och far inte kopieras fritt, medan ett varde far kopieras utan inskrankning.

1.6 Typ och klass - tva synonyma symboler for begrepp

Definition 10: Det begrepp vars extension & en mangd av instanser - och vars intention
beskriver deras gemensamma struktur - kallas inom datalogin for instanser-

nas typ eller klass.

Symbolerna “begrepp” “typ” och “klass’ &r altsd synonyma, eftersom de alla anvands for att
beteckna begrepp. Anledningen till att vi namner dessa synonymer &r att de ar sa vanligt fore-
kommande i begreppsmodelleringssamanhang. Vi kommer dock har att halla oss till det mest
intuitiva och |ata symbolen “begrepp” beteckna begreppet begrepp, vilket ligger helt i linje med
sprakets symboliska natur.

1.7 Egenskaper och operationer for ett begrepp

Né&r man beskriver ett begrepp sa anger man vissa egenskaper som karaktériserar de instanser
som hor till begreppet. De statiska kannetecknen beskriver instansernas struktur och de dyna-
miska kannetecknen beskriver deras beteende. Till exempel kan vi vélja att beskriva begreppet
“penna’ genom att siga att en penna kannetecknas av en viss farg och av att den gar att skriva
med.

Definition 11: De statiska kannetecken som hor till ett begrepp kallas dess egenskaper
(= attribut) och de dynamiska kannetecknen kallas dess operationer.

1. Omdet rér sig om objekt-instanser kallas typen fér objekttyp eller objektklass, och om det ror sig om vérde-instanser kal-
las typen fér vardetyp eller vardeklass.



| vér modell av begreppet penna har vi alltsa valt foljande beskrivning: Begreppsnamn: Penna,
attribut: farg, operationer: skriv. Begreppet Penna har alltsd egenskapen farg, medan varje
instans av begreppet Penna har ett varde pa denna egenskap (= en viss farg, t.ex. gron).

Penna
farg
sKkriv

Fig. 2. Begreppsada med namn, attribut och operationer for begreppet Penna.

Fig.(2) visar hur man kan representera ett begrepp i UML, som en |&da med tre avdelningar
som representerar begreppets namn (Penna), attribut (far g) respektive operationer (skriv). Det
ar tilldtet att utelamna attributen och/eller operationerna och representera begreppet med en
|&da som enbart anger begreppets namn och egenskaper, €ller begreppets namn och operationer.
Notera att begreppsnamn normalt inleds med stor bokstav.

Penna Penna Penna
farg skriv

Fig. 3. Treandravaranter av begreppsbox fér begreppet Penna.

1.8 Egenskapsvarden och meddelanden for en instans

En instans av begreppet Penna, dvs en viss penna, karaktériseras alltsd av att den har vérden pa
attributen och av att operationerna kan tillampas pa den. En namngiven begreppsinstans kan
ritas upp i UML pa nagot av de sitt som visasi Fig. (4) (med eller utan sina attributvarden):

enPenna;Penna enPenna:Penna
farg=rod

Fig. 4. Tvaolika sitt att i UML representera en instans av begr eppet Penna.

Denna instans har namnet enPenna och & en instans av typen (= begreppet) Penna. Analogt
kan en icke namngiven instans av sammatyp representerasi UML i enlighet med Fig. (5):

:Penna :Penna
farg=raod

Fig. 5. Tvaolika sitt att representera en icke namngiven instans av begr eppet Penna.



Den allmanna syntaxen for att ange en instans av en viss typ (= begrepp) &r alltsa

instansNamn: BegreppsNamn

En icke typad instans, dvs en instans av okand typ kan beskrivas somi Fig. (6).

instansNamn:

Fig. 6. En namngiven instans av okand typ.

Att utfora operationen skriv painstansen enPenna representerasi UML pa foljande satt:
enPenna. skriv()

Man séger att man skickar meddelandet skriv till pennan enPenna och den reagerar da genom
att utféra den metod (= algoritm) som genomfor (= implementerar) operationen. Anledningen
till att man skriver en parantes bakom meddelandet &r att man dar kan skrivain eventuell infor-
mation (= argument) som maste skickas med for att operationen ska kunna utféras. Vi har i vart
lilla exempel antagit att det inte behdvs nagon sadan information. Darfor & parantesen tom.

Operationerna som kan utforas pa en instans brukar normalt inte ritas ut i “instanslddan”. Detta
beror pa att alla instanser av ett visst begrepp kan utfora precis samma operationer. Operatio-
nerna hor darfor naturligen ihop med g &l va begreppet. Attributens varden déaremot varierar med
instanserna och innehaller darfor information som hor ihop med varje enskild instans. Attribu-
ten kallas darfor ofta for instansvariabler.

1.9 Klassattribut

Ett begrepp kan &ven ha attribut vars véarden inte varierar med instanserna. S&dana attribut kal-
las klassattribut (eller klassvariabler) i motsats till den ovan beskriva typen av attribut, som
skulle kunna kallas instansattribut. Om vi t.ex. betraktar begreppet Telefon, sa & det naturligt
att betrakta egenskapen telefonNummer som ett instansattribut eftersom vardet pa telefon-
Nummer varierar med de olika instanserna. Om vi héller oss inom Sverige (dvs modellerar
svenskatelefoner), sa har allainstanser samma landsNummer = 46. Véardet pa landsNummer
hor darfor till salva klassen (= begreppet) Telefon. Det ar darfér ett klassattribut vilket repre-
senteras i UML genom understrykning. Man kan aven representera ett klassattribut genom att
sétta ett $-tecken fore attributets namn, vilket & praktiskt i vissa sasmmanhang. Notera att var-
det pa ett klassattribut kan anges i begreppsiadan, sa som visas i Fig. (7), eftersom det ju &
gemensamt for allainstanser av begreppet.

:Telefon Telefon
telefonNummer = 102477 $landsNummer = 46
telefonNummer

Fig. 7. Instansattribut och klassattribut for begreppet Telefon.



1.10 Typning av attribut och operationer

| en begrepps &da kan man aven ange attributens typ, vilket gors pa det sitt som visasi Fig. (8).
Har har vi (for enkelhets skull) antagit att bade landsNummer och telefonNummer & av typ
Heltal.

Tdefon

$landsNummer :Heltal = 46
telefonNummer :Heltal

Fig. 8. Typadeinstans- och klassattribut for begreppet Telefon.

Aven operationer kan typas. For att kunnatillampas pa en instans behdver operationer i allman-
het oftast indata av nagon typ och lamnar oftast ifran sig (= returnerar) utdata av nagon typ (i
form av ett resultat). Operationens namn, typen av dess indata, och typen av dess utdata beskri-
ver tillsammans operationens typ och kallas ofta for dess signatur. | UML kan man ange signa
turen for en operation i begreppsiadan enligt foljande syntax:

oper ationsnamn(l ndataTyp):UtdataTyp

Om vi antar att telefoner kan ringa, sa har vi en operation ring som hér till begreppet Telefon.
L&t oss anta att for att utfora en ring-operation i var telefonmodell behéver man ge telefonen ett
nummer (av typ Heltal), och 18t oss anta att resultatet av ring-operationen &r en signal (av typ
Signal)*. Signaturen for ring-operationen blir da ring(Heltal):Signal, och begreppsladan for
Telefon, med typade attribut och operationer, far utseendet i Fig. (9).

Tdefon

$landsNummer :Heltal = 46
telefonNummer :Heltal

ring(Heltal): Signal

Fig. 9. Typade attribut och operationer for begreppet Telefon.

Om en operation inte behdver nagra indata eller inte returnerar ndgra utdata sa anges detta
genom typen Void. Ovan antog vi att operationen skriv kunde tillampas pa instansen enPenna
utan att nagon ytterligare information behovde tillféras. Om vi antar att skriv-operationen inte
heller lamnar ifrén sig négra utdata far den alltsa signaturen skriv(Void):Void, och vi kan alltsa

ange typinformation om bade attribut® och operationer for begreppet Penna enligt Fig. (10).

1. Av skdl somvi inte skagdin pa hér brukar man inte (datal ogiskt sett) betrakta signalen som ett returvirde fran ring-opera-
tionen utan snarare som en sidoeffekt av densamma.

2. Noteraatt farg ar attributets namn och Farg &r desstyp.



Penna
farg:Farg
skriv(Void):Void

Fig. 10. Typade attribut och operationer for begreppet Penna.

Vi kan dven ange antalet attribut i begreppsladan. Antag t.ex. att en penna har plats for 4 olika
farger som kan véljas genom att trycka pa olika knappar pa pennan. Da kan vi ange detta i
begreppsladan, antingen genom att explicit skriva upp attributen som t.ex. fargl, fargz, fargs,
farg4, eller genom att skrivafarg[4] somi Fig. (11).

Penna
farg[4]:Farg
skriv(Void):Void

Fig. 11. Fyraférg-attribut for begreppet Penna.

Om en penna kan vara av enféargs-, tvafargs-, trefargs- eller fyrfargs-typ sa kan vi ange detta
somi Fig. (12).

Penna
farg[l..4]:Farg
skriv(Void):Void

Fig. 12. enPenna kan ha mellan en och fyra olika férger.

1.11 Objektorientering

Pa 1970-talet skilde man noga mellan funktioner och datatyper. Man konstruerade datorpro-
grami form av storafunktioner genom vilka sedan man skickade data av olika slag. Funktionen
tog reda pavilken typ av data som kom in, och behandlade sedan varje typ pasitt eget speciella
sétt genom att skicka det vidare till en lamplig hjélpfunktion (= subrutin). Detta sétt att tanka
gav upphov till program som var valdigt hart kopplade till den specifika problemstalIningen.

Ett annat satt att tanka pa ett problemomrade &r i termer av olika féremd som samverkar med
varandra for att astadkomma forandringar av olika slag. Dessa foremal kan enligt ovan betrak-
tas som instanser av olika begrepp som beskriver deras respektive struktur. Vare sig instanserna
& objekt eller varden sa karaktériseras de instanser som hor till samma begrepp av vissa
gemensamma egenskaper och vissa gemensamma beteendemonster.

Detta objektorienterade synsétt har under de senaste 20 aren fatt en stark forankring inom data-
login. Det visar sig att datorprogram som &r uppbyggda som en samling av samverkande obj ekt
kan goras mycket mer flexibla och l&ttare att férandra och bygga ut i jdmférel se med datorpro-



gram som &r uppbyggda pa det mer traditionella sittet, dvs som ett antal dvergripande funktio-
ner som utbyter data med varandra. | dagens foranderliga datorvérld med sténdigt nya
mojligheter och krav pa samverkan mellan olika program &r detta en oerhort viktig egenskap
som har lett till att objektorientering har fatt ett mycket stort genomslag inom programvaruin-
dustrin.

Att beskriva ett problemomréde i termer av véxelverkande objekt kallas att genomfdra en
objektorienterad analys (OOA) av problemet. Att designaen modell av objekten och deras vax-
elverkan som & avsedd att koras pa en dator kallas att genomfora en objektorienterad design
(OOD) av lsningen, och att skriva programkod som genomfor denna design i nagot program-
sprak kallas for att genomféra en objektorienterad implementation (OOI) av densamma. OOA
beskrivar alltsi vad som ska utforas, OOD beskriver hur det ska ga till och OOI utfor det i
nagot |ampligt programsprak.

1.12 Relationer mellan begrepp

Vi har ovan beskrivit hur man kan fanga upp det som & gemensamt for ett antal olika instanser
genom att bilda begrepp. Vi ska nu titta lite ndarmare p& hur begreppen kan vara rel aterade till
varandra.

1121 Klassficering

Att identifiera begreppet (= typen = klassen) som forenar ett antal instanser kallas enligt Defini-
tion (3) for att klassificera instanserna. Nér vi beskriver ett begrepp med hjélp av ett substantiv
anvander vi oftast artikell6s form (singularis) av substantivet for att beteckna géva begreppet
(t.ex. Bil) medan vi anvander obestamd eller bestamd form av substantivet (singularis eller plu-
ralis) for att betecka instanser av begreppet (t.ex en bil, tva bilar, bilen, bilarna). Vi har redan
anvant denna konvention ovan (tillsammans med konventionen att inleda namnet pa ett begrepp
med stor bokstav) nér vi diskuterade begreppet Penna och instansen enPenna.

Klassificering &r en sortsrelation mellan tva begrepp - i dettafall en relation mellan begreppets
instanser och dess typ (dvs begreppet i sig galv). Nar vi anvander namnet klassificering for
denna sorts relation sa har vi beskrivit den pa ett riktat sétt - fran instanserna i riktning mot
typen. Ett icke-riktat namn pa klassificeringsrel ationen &r instans/typ relation.

Dennarelation ar ett exempel paen s.k. beroenderelation (= dependency) i UML. Ett begrepps
instanser ar beroende av dess typ Beroenderelationer betecknas i allméanhet med en streckad pil
somvisasi Fig. (13). Har har vi givit dennatyp av beroende namnet <<&rEn>> med hjélp av en
s.k. stereotyp, vilket &r ett sétt att infora nya fortydligande beskrivningar av begrepp och relatio-
ner i UML. Sekap. (1.15.1) for vidare diskussion av stereotyper.

<<&En>>

enBil: | -----"T707 . Bil

Fig. 13. Klassificering som en stereotypad ber oender elation mellan instans och typ.
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Beroendet mellan instansen enBil och typen Bil utléses altsd enBil <<&En>> Bil, vilket
sprakligt sitt & en sk. tautologi (pastdende som alltid & sant). Avsikten & har att forsoka
modellera relationerna mellan begreppen pa samma sétt som vi beskriver dem i ord. Mer om
detta nedan.

1.12.2 Generalisering/Specialisering

Klassificering innebér alltsa att olika instanser samlas ihop under samma begrepp om de kan
karaktériseras av gemensamma egenskaper och ett gemensamt beteende. Pa liknande satt kan
man iaktta strukturella likheter hos olika begrepp. Lét oss t.ex. betrakta begreppen Bil, Bat och
Flygplan, och anta att de kan karaktériseras enligt Fig. (14). Bilar, bétar och flygplan har i
denna beskrivning bade forar e och &gare, bilar har dessutom hjul, batar har kol och flygplan
har vingar.! Bilar, batar och flygplan kan dessutom naviger a och aka. L&t oss anta att de navi-
gerar pa samma sétt (t.ex. genom att anvanda positioneringssystemet GPS) men att de aker pa
olika sétt (vilket &r ett ganska rimligt antagande).

Bil Bat Flygplan
forare forare forare
agare agare agare

hjul kol vingar

navigera navigera navigera
ak ak ak

Fig. 14. Karaktaristiska egenskaper och beteenden hostre olika begr epp.

Vi kan d& sammanfdra den gemensamma strukturen hos de tre begreppen (= klasserna) Bil, Bat
och Flygplan och bilda det generaliserade begreppet (= superklassen) Fordon, som karaktari-
seras av de egenskaper och operationer som & gemensamma fér begreppen Bil, Bat och Flyg-
plan. Notationen for detta i UML framgar av Fig. (15). Triangeln som pekar pa begreppet
Fordon anger alltsd att Fordon &r ett generaliserat begrepp i férhallandetill Bil, Bat och Flyg-
plan eller - vilket & ett annat sétt att uttrycka samma sak - att begreppen Bil, Bat och Flygplan
& specialiserade begrepp (= subklasser) i forhdllande till begreppet Fordon. Man séger att de
specialiserade begrepen arver struktur fran det generella begreppet. Vi ser hur detta sétt att
representera begreppen skapar stérre tydlighet och ekonomi genom att vi slipper upprepa den
gemensamma strukturen. Endast det som avviker (= &r speciellt) behdver representeras pa den
speciellanivan. | de objektorienterade programmeringsspraken finns ett inbyggt stod for denna
arvsmekanism vilket underl&ttar programmeringsarbetet och minskar riskernafér tvetydigheter.
Dessutom blir det |attare att |aggatill nya specialiseringar - i vart exempel nyatyper av Fordon.
Om vi t.ex. infor Motorcykel som en specialisering av Fordon sa &r ju egenskaperna forare
och agare samt beteendet navigera redan representerat pa fordonsnivan. Om det &r sa att
motorcyklar navigerar pa ett annat sétt an fordon, sa &r det bara att upprepa denna operation i
klassen M otor cykel. Detta kallas att Gverrida det generella beteendet i den specialiserade klas-
sen.

1. Vi skai nastaavsnitt se hur vi kan modellera dessa egenskaper som associationer med andra begrepp, men |3t oss for
Ogonblicket vélja att modellera dem som attribut.
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Fordon

forare
agare

navigera

Lﬁ

Bil Bat Flygplan
hjul kol vingar
ak ak ak

Fig. 15. Det gener aliser ade begreppet Fordon fangar upp den gemensamma strukturen.

Den begreppsrelation som avbildas i Fig. (15) kallas alltsa generalisering om man |&ser den
fran Bil, Bat och Flygplan i riktning mot Fordon och specialisering om man laser den &t det
motsatta hallet. Nar man inte vill infora nagon riktning i sin beskrivning sa brukar man kalla
relationen for gen/spec. Om vi infor namnet <<Sorts>> som en synonym for generalisering sa
kan vi koppla ihop klassificering och generalisering till en beskrivning som Overensstammer
med hur vi talar om dessa begreppsrelationer i det vanliga spraket:

enBil <<&En>> Bil <<Sorts>> Fordon
enBil <<agrEnSorts>> Fordon

Denna beskrivning & avbildad i Fig. (16).

B

. * <<&EnSorts>>

3.
@[ -

Fig. 16. enBil <<&rEnSorts>> Fordon.

Lagg marke till att namngivningen i Fig. (15) & sadan att vi kan lasaihop det speciella och det
generaliserade begreppet:BilFor don, BatFordon och Flygplan(s)Fordon & korrekta uttryck -
&ven om de & omstandiga. Detta & en avspegling av hur det vanliga spraket fungerar. Nar man
begreppsmodellerar & det bra att forstka namnge generaliserade begrepp sa att man kan lasa
ihop det specialiserade begreppsnamnet med namnet pa det generaliserade begreppet. Detta
Okar tydligheten och underléttar den mentala navigationen i modellen. Det Gverensstammer
dessutom med “arvsprincipen” att |ata det specialiserade begreppet dverta namnet pa det gene-
rellamed ett till&gg som beskriver gélva specialiseringen.
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1.12.3 Association

| foregaende avsnitt modellerade vi det forhdllandet att ett fordon har en &gare genom att inféra
agare som ett attribut i begreppet Fordon. Eftersom fordonségare normalt & personer, vilka
bade har egna egenskaper och ett eget beteende &r det béttre att i stéllet modellera forhallandet
mellan olika fordon och deras &gare som en association mellan dessa begrepp.

En association mellan tva begrepp uttrycker det faktum att instanser av dessa begrepp &r lan-
kade (= kopplade) till varandra pa nagot satt. L&t oss anta att i vart exempel &ger t.ex. pelle
enBat medan anna &ger enBil. Detta uttrycks genom en association mellan motsvarande
begrepp, dvs mellan Fordon' och Person, och representeras i UML med en heldragen linje
mellan dessa begrepp, pa det sétt som visasi Fig. (17).

0.1 agar skap 1
| Fordon iegendom égarei Person |

. | <<#&EnSorts>> <<&EN>> |
<<&EnSorts>> | X . ' ' <<&rEn>>
or. < Gger
enBat: TGS P i pelle: |
. < ager —
enBil: TS anna:

Fig. 17. Agarskap som en association mellan begreppen Fordon och Person.

Associationen har fatt namnet agarskap och i dess andar star rollnamnen &gar e respektive
egendom. Detta betyder att i denna association spelar en person rollen av agare relativt ett for-
don medan ett fordon spelar rollen av egendom relativt en person. Associationen exemplifieras
av lanken mellan pelle och enBat samt lanken mellan anna och enBil. Dessa lankar &r alltsa
instanser av associationen &gar skap. Precis som ett begrepp uttrycker den gemensamma struk-
turen hos sina instanser sa uttrycker en association den gemensamma strukturen hos sina lan-
kar. En del av denna uppgift & att uttrycka hur manga olikainstanser som en given instans kan
varalankad till paden andra sidan. For detta andamal anvander sig associationen av multiplici-
tetssymboler. Siffran 1 bredvid begreppet Per son innebér att varje instans av typ Fordon &gs av
exakt en instans av typ Person, medan uttrycket 0..1 bredvid begreppet Fordon innebér att
varje instans av typ Person ager O eller 1 instanser av typ Fordon.

L&t oss antaatt anna sdljer sin bil till pelle. Dablir ju pelle lankad till tva fordon medan anna
inte blir lankad till ndgot fordon alls. Pelles lankstruktur bryter darmed mot dgarskapsassocia-
tionens multiplicitet eftersom han inte &r lankad till O eller 1 fordon som multiplicitetsangivel-
sen foreskriver. Om vi vill tilldta en sddan forandring inom ramen for va&r modell sa maste vi
andra multipliciteten for egendom fran 0..1till 0..2 i enlighet med Fig. (18).

Multipliciteter kan anges explicit som en lista (t.ex 1, 3, 6), eller som intervall (t.ex. 0..17).
Symbolen * (stjarna) betyder att multipliciteten & oinskrankt, dvs en instans pa den andra sidan
kan varalankad till 0, 1 eller flerainstanser pa den stjarnmarkta sidan utan nagra begransningar.

1. Associationen & ju gemensam for bade Bil och Bat och ska darfor uttryckas i det generaliserade begreppet For don.
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0.2 agar skap 1
| Fordon i egendom agarei Person |

. | <<&EnSorts>> <<&En>> | X
<<&EnSorts>> | : ) : | <<&rEn>>
Q.. < ager ,
enBat: ETTR S pelle: |
4t '
enBil: w Y anna:

Fig. 18. Agarskapets multiplicitet tillater &gande av hdgst tva fordon per person.

1.12.4 Aggregation

Associationer brukar ibland beskrivas som “l6sa forbindelser”. Agarskapsldnkarna ovan for-
andras t.ex. av att fordonen kops och sdljs. Dessutom &r det sa att det som intréffar med en
instans pa den ena sidan av en lank inte behover paverkainstanserna pa den andra sidan av |an-
ken. Om t.ex. en bil kor i diket hander det inte med nédvandighet nagot med dess &gare.

Det finns dock en speciell form av association som innebér en fastare koppling mellan de lan-
kade instanserna. Den kallas aggregation (eller helhet/del relation) och uttrycker det faktum att
en instans bestar av delar som & andrainstanser. Sa bestar t.ex. en bil av (bl.a.) fyrahjul och en
motor, medan ett hjul (liksom en motor) & en del av en bil. Om t.ex. bilen fattar eld sa paverkas
aven hjulen och motorn av detta. Bilen bildar en helhet som omfattar sinadelar (de 4 hjulen och
motorn). En aggregation kan alltsa betraktas som en association med ansvar (en ansvarsfull for-
bindelse). Helheten & ansvarig for sinadelar. Hander det nagot med helheten sa paverkas dven
delarna.

En aggregation representeras i UML som en association (heldragna linjer) med en romb som
utmarker helheten (= aggregatet) pa det sitt som framgar av Fig. (19). Aggregationen utlases
Bil <<helhet for>>Motor och Bil <<helhet fér>>Hjul & det enahéllet och Motor <<del av>>
Bil respektive Hjul <<del av>> Bil at det andra.

Fig. 19. En bil bestar av fyra hjul och en motor. En motor och 4 hjul &r delar av en bil.
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For att se hur vi modellerar aggregationer i spraket kan vi infora beteckningen <<delAv>> for
en aggregation med riktning fran delarna mot helheten, sd som visasi Fig. (20). Om vi dess-
utom |&ter den obestamda artikeln <<en>> beteckna “instantieringsavbildningen” (som gér
fran ett begrepp till ndgon av dessinstanser) sd kan vi ur Fig. (20) utlasafdljande relationer:

:Motor <<arEn>> Motor <<delAv>> Bil <<en>> :Bil

Om vi nu namnger instanserna med obestamd artikel framfor typen (i enlighet med var tidigare
inforda konvention) sa kan ovanstéende relationer sasmmanséttas till:

enMotor: <<arEnDelAv>> enBil:

Detta motsvarar vart sétt att beskriva aggregationer i det vanliga spraket.

<<&En>>

Fig. 20. En motor ar en del av en bil.

Det & vart att notera att namngivningen vid aggregation fungerar sa att delarnas namn altid
kan inledas med helheten: Hjul kan kallas BilHjul och Motor kan kallas BilMotor. Aven
denna namnkonvention anvands i det vanliga spraket och &r vard att efterstrava nar man
begreppsmodellerar, eftersom tydligheten okar och det blir l&ttare att navigera mentalt i
begreppsdiagrammet.

1.13 Trehierarkier och resten anarKki

Relationerna mellan de fyra olika sorters begreppsrelationer som vi har infort ovan framgar av
Fig. (21), som &r ett exempel pa ett s.k. metadiagram (= diagram om diagrammens struktur). Vi
anvander generalisering for att generalisera generalisering, klassificering och association till en
allman relation. Aven har fungerar namngivningen sa att vi kan siga Generalisering(s)Rela-
tion, Klassificering(s)Relation, Association(s)Relation och Aggr egation(s)Relation.

Relation

| T |

Ar Generalisering Association |

A
| Klassificering ?

Aggregation T

Fig. 21. De grundléggande begreppsrelationernai UML. Notationen for de olika typerna av relationer &r
avbildade bredvid sina respektive begreppsiador.
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Associationer bildar generella grafer utan ndgra som helst restriktioner. Detta innebér att mot-
svarande lankstrukturer kan bilda cykler (= slutna kedjor), dvs det finns situationer dar instan-
sen a &r lankad till instansen b, som &r lankad till instansen ¢c som i sin tur & lankad tillbakartill
instansen a, vilket skulle kunna beskrivas som en “relationsanarki”. Cykliska (= cirkuléra)
beroenden &r i allméanhet betydligt svarare att hantera datal ogiskt an icke-cykliska sddana, som
ju altid tar slut efter ett andligt antal steg. Det & darfor skont att veta att var och en av de tre
andra typerna av relationer som beskrivs i Fig (21), dvs generaisering, klassificering och
aggregation, aldrig kan bildariktade cykler. Till exempel kan en bil betraktas som en sorts for-
don och en amfibiebil kan betraktas som en sorts bil, men ett fordon kan aldrig betraktas som en
sorts amfibiebil. Analogt & ett hjul en del av en bil och en navkapsel & en del av ett hjul, men
en bil kan aldrig varaen del av en navkapsel. Man brukar séga att generalisering, klassificering
och aggregation &r hierarkiska relationer eftersom de var for sig bygger upp en hierarki av rik-
tade beroenden. Detta uttrycksi Fig. (22), dar RIG stér for Riktad Icke-cyklisk Graf och bety-
der en graf som saknar riktade cykler.

1 1
Hierarki RIG Graf
4% {inga riktade cykler} 1
|
Gen / Spec 1
Anarki
AN
Instans/ Typ
7

Helhet / Del Association

Fig. 22. Tre sortershierarki och resten anarki.

Betrakta ett begrepp B i en viss begreppsmodell. De begrepp som &r relaterade till B i modellen
bildar en begreppsméassig omgivning till B. Eftersom tre av de begreppsrelationer vi har infort
& hierarkiska, kan vi saga att i var modell av begreppsrelationer finns det tre hierarkiska
begreppsdimensioner och sex hierarkiska begreppsriktningar (tvai varje begreppsdimension).
Dessa kan anvandas for att bygga upp den hierarkiska delen av varje begreppsmaéssig omgivn-
ing till ett givet begrepp.

Fig. 23. De sex hierarkiska begreppsriktningar na fran det har begreppet till det dar begreppet.
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De sex hierarkiska begreppsriktningar som omger varje begrepp & grafiskt beskrivna och
namngivna i Fig. (23). Observera att det inte behdver finnas begrepp i varje sadan riktning.
Ritktningarna anger endast mojligheterna for hierarkiska begreppsbildningar i relation till ett

givet begrepp.

Relationernai Fig. (23) kan uttryckas: det har & en specialisering av det dér, det har &r en gen-
eralisering av det dér, det hér & en del av det dar, det har & en helhet for det dar, det hér & en
instans av det dar och det har &r en typ for det dér.

Poangen med hierarkier &r att de har en borjan och ett dut. Ett begreppsdiagram som utnyttjar
ovanstaende hierarkier ar darfor lattare att 6verblicka &n den almanna “associationsanarki”
som uppstar nar begreppen kan kopplas ihop med varandra hur som helst - som i en vanlig
mind-map.

1.14 Att modellera aktiviteter

Ett problemomrade handlar ofta om ndgon typ av system som férandras Gver tiden. Att model-
lera ett sddant system innebér dels att namnge delarnai systemet samt beskriva deras egenska-
per och relationer, dels att beskriva hur dessa delar vaxelverkar (= interagerar) med varandra
Over tiden. Den forstnamnda beskrivningen brukar kallas den statiska och den sistndmnda den
dynamiska modellen av systemet.® Man kan siga att den statiska modelleringen handlar om att
beskrivavad som forandras (= bitarnai pusslet) medan den dynamiska modellering handlar om
att beskrivanar de forandras. Den statiska systemmodel len &r dérfér en logisk forutséttning for
den dynamiska.

Hittills har vi enbart diskuterat statisk begreppsmodellering i UML. Detta sprak erbjuder dven
ett flertal olika sétt att uttrycka dynamiska aspekter av ett system. Vi ska hér begrénsa osstill att
kortfattat beskriva sk. aktivitetsdiagram, vilka ar néra besléktade med de klassiska flodesdia-
grammen (eng. workflow diagrams) som anvénds for att beskriva tidsforlopp (= processer).

Ett aktivitetsdiagram beskriver ett tidsforlopp i termer av ett antal aktiviteter som & kopplade i
ett flode. Precis som i ett flodesdiagram kan aktivitetsflodet forgrena sig at olika hdll och vélja
olika vagar genom diagrammet beroende pa utfallet av olika tester. Aktivitetsflodet kan aven
delaupp sigi parallellafloden vilka pagar samtidigt. Detta uttrycks med hjép av s.k. synkroni-
seringslinjer (eng. synchronization bars). Aktiviteter representeras av lador med runda hérn,
tester av snedstdlda rutor med skarpa horn och synkroniseringslinjer av tjocka heldragna
streck.

Ett exempel pa ett aktivitetsdiagram atergesi Fig. (24), som beskriver en modell av hur vi kan
anvanda oss av mentalamodeller. Vi skapar stéandigt forenklade representationer av fenomenen
i var omvérld i form av olika mentala modeller. Dessa modeller m6jliggor grova (men effek-
tiva) forutsagelser av hur de bakomliggande fenomenen kommer att uppfora sig. Lat oss t.ex.
anta att jag ser en man komma gaende mot mig pa gatan. Min mentala modell av detta fenomen

1. Om vi modellerar pa ett objektorienterat sitt s maste vi dessutom beskriva vaxelverkan mellan systemets olikadelar i ter-
mer av operationer som dgs av (= hor till) de olika objektens respektive typ, och som satts igang genom att objekten tar
emot meddelanden av varandra.
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leder mig till en mangd olika forvantningar, som t.ex. att mannen kommer att passera pa min
hogra sida. Samtidigt som jag registrerar mannens rérelse via mina sinnesintryck, kontrollerar
jag mina modellforvantningar. Sa lange som han ror sig i enlighet med forvantningarna kan
denna process iterera (= loopa) i bakgrunden av mitt medvetande.

Om jag daremot upplever en skillnad (= diff) mellan mina sinnesintryck och mina modellfor-
vantningar s tvingas jag 6ka uppméarksamheten och utféra kontrollen i férgrunden av mitt
medvetande. Om det nu visar sig att det var “falsk alarm”, sa kan jag minska uppmérksamheten
igen och |dta processen aterga till bakgrunden. Om skillnaden daremot 6verlevde den medvetna
kontrollen s maste jag férandramin modell av mannens rorelse for att t.ex. kunna anpassa min
egen rorelse sa att vi inte kommer att kollidera med varandra. Nar mina sinnesintryck aterigen
Overensstammer med mina modellforvantningar kan jag 1&ta processen terga till min mentala
bakgrund, dar den inte kréver sa mycket uppmérksamhet (= bandbredd) av mitt medvetande.

forandra
modellen

ja

Bakgrund Forgrund

minska
uppmérksamheten
. kontrollera ;
registrera all registrera
sinnesintrycken . Mhocett- sinnesintrycken
forvantningarna
nej . ja Oka
diff uppmarksamheten )

Fig. 24. Ett aktivitetsdiagram som modellerar ett sitt att anvanda mentala modeller.

kontrollera
modell-
forvantningarna

Ett aktivitetsdiagram uttrycker de nddvandiga sekvensieringsvillkoren mellan de olika delarna
(= aktiviteterna) i en process. Aktivitetsdiagram ger darfor tillféle att upptacka mojligheter att
utfora olika aktiviteter parallellt (= samtidigt) med varandra. De har darfor blivit populéra vid
modellering av affarsprocesser, som traditionellt ofta utfors pa ett onddigt sekvensiellt sétt. Att
paralellisera delar av en affarsprocess innebér en mojlighet att forkorta exekveringstiden och
darigenom oka effektiviteten hos processen.
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1.15 Nagraolika satt att utvidga UM L

UML é&r ett standardsprak for begreppsmodellering som har vuxit fram ur ett antal olika model-
leringsmetoder for utveckling av datorprogram. Det & emellertid inte mgjligt for ett slutet
sprék att vara tillréckligt nyanserat for att kunna uttrycka alla tankbara modellstrukturer inom
allatankbara begreppsomraden av idag och inom en o6verblickbar framtid. PAgrund av detta &r
UML designat som ett 6ppet sprak, med mojlighet for anvandaren att utvidga det pa ett kontrol-
lerat sétt. De utvidgningsmekanisner som tillhandahdllesi UML innefattar

* Sereotyper.
* Begransningar (eng. constraints).
» Namngivna varden (eng. tagged values).

Dessutom kan man forse varje UML-element med kommentarer i form av noter (eng. notes).

1.15.1 Stereotyper

En stereotyp & en modifikation av ett existerande modellelement i UML som man gélv kan
infora. Vi har t.ex. anvéant stereotyper i Kap. (1.12.1), dar vi inforde klassificering som en stere-
otypad beroenderelation (med namnet <<arEn>>) mellan en instans och desstyp. En stereotyp
anges genom att sétta dess namn innanfor dubbelhakar (guillemets) som t.ex. <<a&rEn>>.

Stereotyper utvidgar vokabuléaren i UML och gor det mgjligt att konstruera nyatyper av bygg-
stenar som &r skraddarsydda for ett visst problem. N&r man stereotypar ett element, somt.ex. en
klass eller en relation, sa skapar man i sialvaverket en ny typ av element. Detta element kan ha
sina egna speciella egenskaper, eftersom varje stereotyp kan tillhandahdlla sina egna namn-
givnavarden. Det nya elementet kan &en ha sin egen speciella semantik (= mening), eftersom
varje stereotyp kan tillhandahdlla sina egna begransningar. Slutligen kan det nya elementet &ven
ha sin egen speciella notation, eftersom varje stereotyp kan tillhandahalla sin egen ikon.

1.15.2 Villkor och begransningar

| Fig. (22) finns en klammerforsedd text: {inga riktade cykler}, vilket betyder att varje instans
av typ RIG saknar riktade cykler. Detta &r ett exempel pa hur man kan uttrycka en s.k. begrans-
ning eller inskrénkning (eng. constraint) i UML. En begransning galler for allainstanser av det
begrepp intill vilket begransningen férekommer. En begransning utvidgar semantiken hos ett
UML element och majliggor tillagg av nya regler sdvdl som modifikation av existerande
sadana.

1.15.3 Namngivnavarden
Ett namngivet varde (eng. tagged value) utvidgar egenskaperna hos ett UML element och till&
ter oss att tillféra ny information vid specifikationen av elementet. Ett namngivet vérde &r inte

detsamma som ett (instans)attribut, ty dess varde galler for elementet gavt och inte for dess
instanser. Ett namngivet vérde kan darfor ndrmast liknas vid ett klassattribut. | sin enklaste form
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uttrycks ett namngivet varde som en textstrang {namn = varde} innesluten i masvingeparante-
ser som placeras i narheten av namnet pa det element som det tillhdr. Strangen innehaller ett
namn, en separator (symbolen =) och ett véarde pa namnet. En av de vanligaste anvandningarna
av namngivnavérden i programvarumodellering &r for att ange egenskaper som & relevanta for
generering, konfigurering och versionshantering av programkod.

1.15.4 Noter

En not & en symbol for att uttrycka begrénsningar eller kommentarer som tillhor ett element
eller en samling element [se Fig. (25)]. En not som uttrycker en kommentar har ingen seman-
tisk effekt pa (dvs férandrar inte meningen av) den modell till vilken den hér. Inom mjukvaru-
modellering anvands kommentarsnoter ofta for att specificera saker som systemkrav,
observationer, granskningar och forklaringar. En not kan innehdla en godtycklig kombination
av text och grafik.

Detta & en not
som beskriver
nagot element i
ett UML diagram

Fig. 25. En not i UML.
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2 Matematikens struktur

2.1 Teorier och modeller

Vi har i Kapitel (1.3) ovan beskrivit hur grekerna pa 600-talet f.Kr. inforde idealiserade begrepp
som punkt, linje och plan i matematiken, vilken innan dess hade varit uppbyggd av ett antal
erfarenhetsbaserade regler och metoder. Grekerna inledde pa detta sétt den utveckling fran det
konkreta i riktning mot det abstrakta (teoretiska), som har karaktériserat matematiken anda
sedan dess. Idag formuleras de matematiska teorierna pa ett mycket alméant (= generellt =
abstrakt) sétt. Man talar inte om vad ett matematiskt begrepp egentligen & for nagot utan
begreppet definieras enbart genom att man beskriver dess egenskaper och/eller hur det uppfor
sig i forhallande till andra begrepp. Foljande beskrivning av matematisk teoribildning & ham-

tad frn kursboken i kursen Matematik I.t

Vid framstélningen av teoretiska ting brukar man krava att varje begrepp man handskas med pa nagot satt
definieras utifrén “enklare” begrepp. Ett tungt skal harfor ar att man vill undvika varje form av missforstand
om begreppets innebord. Det sager sig dock galvt att man forr eller senare maste utga fran négra “enklaste”
begrepp. Det enda som kan anges begréffande dessa & deras egenskaper - inte vad de “egentligen” ar fér
négonting. Beskrivningen av dessa egenskaper kallas postulat €ller axiom.

Valet av “enklaste” begrepp och dessas axiom ar egentligen mera en konventionsfraga &n nagot som &r “av
naturen givet”. Man later garna begreppen anknyta till nagot, i sinnevéarlden eller den fysikaliska verk-
ligheten, som man allmant anser sig ha grepp om intuitivt, och ser till att postulaten fran den synpunkten ter
sig odiskutabla.?

Angaende uppsttningen av postulat kraver man vidare att den &r fullstandig, vilket betyder att man senare
inte kommer att anvanda sig av n&gra andra egenskaper hos begreppen an de som & omnamnda i postulat
och definitioner eller & logiska konsekvenser av dessa. Viktigt & ocksa att postulaten & motsagelsefria, dvs
att man inte ur dem kan harleda tva pastdenden som strider mot varandra. Att bevisa motséigel sefriheten med
enbart logiska metoder &r i allménhet ogérligt. Man fér dock en viss garanti for att den foreligger om man
knutit postulaten till ndgot i sinnevarlden el dyl - man har dé en modell for vilken postulaten “géller”, varfor
dessainte bor kunna motséga varandra. Ofta ndjer man sig med att visa en “relativ motséagel sefrihet”, namli-
gen att det axiomsystem man har & motsagel sefritt om ndgot annat, “enklare” eller “allmant vedertaget” axi-
omsystem &r det.

Begrepp som inte finns i postulaten maste definieras med hjap av grundbegreppen. De logiska resonemang
man gor nar man harleder egenskaper pa detta sitt kallas en stringent bevisforing. Alltsammans bildar en
matematisk teori.

En tanke bakom denna uppléaggning & att man far teorier som uppfyller hogt stdllda krav pa objektivitet -
slutsatserna som dras blir desamma vem som an gor dem, forutsatt att man inte gor négot logiskt fel.

En matematisk teori bestédr alltsa av definitioner och tva olika typer av pastédenden, axiom (=
postulat) och teorem (= satser). Axiomen utgor fundamentet for teorin och teoremen kan bevi-
sas logiskt med utgangspunkt fran dessa. En begreppsmodell som uttrycker strukturen hos en
matematisk teori i enlighet med denna beskrivning visasi Fig. (26).

1. Petermann: Analytiska Metoder |, sid 64.

2. Alldeles nodvandigt &r detta dock inte - i prinicip kan man vélja begrepp som inte knytstill ndgonting speciellt och véja
postulat efter gottfinnande. Det blir d& narmast frdga om ett abstrakt spel efter vissaregler (postulaten) vars eventuella
“anvandbarhet” till annat & av underordnad betydel se.
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M atematisk Teori |—$UPPVIe + | njodell

gdller for
*T Tz..*

Definition Pastadende

%

{hérlett| pastéende}  { grundldggande| pastéende}
Teorem Axiom
1
L <<synonym>>
Bevis Postulat

{logiskt resonemang som
grundar sig pa axiomen}

Fig. 26. Begreppsmodell fér begreppet Matematisk Teori.

L&t osst.ex. betrakta en abstrakt framstalIning av den geometriska teorin om punkter och linjer
I planet. Vad som egentligen menas med en punkt eller en linje definierasinte. Man har natur-
ligtvis en intuitiv forestallning om detta, men man & noga med att inte 1&ta dennaingai defini-
tionen. Vad man istallet gor &r att stélla upp ett antal spelregler for hur punkter och linjer uppfoér
sigi forhdllandetill varandra. Nagra av dessa axiom &r t.ex.

(1): Det existerar 3 punkter som inte ligger pa sammalinje.
(2): Tvapunkter ligger pa exakt en linje.
(3): Tvalinjer ligger paexakt en punkt.

Med utgangspunkt fran dessa grundlaggande pastéenden forsoker man sedan resonera sig fram
till nya pastdenden (teorem) som &r logiska konsekvenser av dessa utgangspunkter. Resone-
mangen genomfors med hjalp av s.k. logiska slutledningsregler, som beskriver pa vilka sétt det
ar tilldtet att resonera. Sadanaregler formulerades forsta gangen av Aristotel es pa 300-talet fore
Kristus, och hans modell for till&tna resonemang brukar kallas aristotelisk logik. Tvéa exempel
paresonemangsregler ur den aristoteliska logiken ar:

R1: Varje pastéende P & antingen sant eller falskt?.

R2: Om vi vet att (P sant) och om vi vet att (P sant medfor Q sant) sa & dven (Q sant)®.

1. Den geometriska teori dar detta axiom ingdr kallas projektiv geometri. Inom den projektiva geometrin skar alalinjer var-
andraoch tva sk. parallellalinjer sages skaravarandrai en s.k. oandlighetspunkt, vilket & en typ av punkt som saknar
motsvarighet inom den klassiska (s.k. euklidiska) geometrin. Den projektiva geometrin borjade utvecklats pa 1400-talet
och hade sitt ursprung i studiet av hur man skapar ett korrekt perspektiv i en malning.

2. Dennaresonemangsregel brukar kallas“lagen omdet uteslutna tredje”. Med detta menar man att det inte finns ndgot tredje
alternativ. Med utgangspunkt fr&n dennaregel blir det tilltet att genomfora s.k. motsagel sebevis. Om man vill visa att
pastdendet A & sant, sd kan man anta att A &r fal skt och forsokaresonerasig framtill en motsigel se. Lyckas man med detta
kan man dra slutsatsen att eftersom A uppenbarligen inte kan vara falskt, sA maste A vara sant. Det &r vart att papeka att
lagen om det utslutna tredje inte accepteras som giltig av allamatematiker, t.ex.inte av dem som sysslar med s.k. konstruk-
tiv matematik.

3. Dennaresonemangsregel benamnes modus ponens, vilket &r dess latinska namn.
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Pastéendet (P sant medfor Q sant) utlases dven (om P sa Q) eller (P implicerar Q). Detta pastd-
ende brukar i matematiken betecknas med hjélp av en s.k. implikationspil: (P P Q).

2.2 Ett enkelt formellt matematiskt system

Det geometriska axiomsystemet ovan maste kompletteras med flera andra axiom innan det full-
standigt kan uttrycka grunderna i den projektiva geometrin. For att forsta hur ett axiomati skt
system fungerar skavi taen titt pa ett minimalistiskt formellt system som endast innehdller tva
symboler, ett axiom och fyralogiska slutledningsregler.

Odefinierade symboler: A, B.

Axiom: A.

Odefinierad regelsymbol: b (utlases: “far omvandlastill”).

Definition: Ett ord & en andlig kombination av A:n och B:n, t.ex. ABABAABBAA

Logik: For varje par av ord X, Y gdller féljande omvandlingsregler
(= regler for tillatna resonemang = bevisregler):

R1: XAP XAB
R2: Xp XX

R3: XAAAYP XBY
R4: XBBY P XY

Vi har nu alt som behdvs for att bedriva matematik inom detta formella matematiska system.
Det kan t.ex. varainstruktivt att fundera lite pa foljande

Ovning: Undersok om B &r ett teorem i den matematiska teori som utgér fran A, dvs undersok
om B kan héarledas ur A med hjélp av de logiska slutledningsreglerna. (Ledning: undersok hur
antalet A:n andras nér reglernatillampas.)

2.3 Matematiken som ett formellt spel i en hypotetisk varld

Det formella system som presenterades ovan innehaller essensen i all matematisk teoribildning.
Matematiken kan med detta synsétt betraktas som ett formellt spel. Det matemati ska spelet har
en uppsattning bevisregler (= logik = grammatik) som anger tillatna drag och ett antal startsen-
tenser (= axiom) som anger utgangspunkterna. Spelet gar sedan ut pa att konstruera sa manga
till&tna sentenser (= teorem) som mgjligt. Harvidlag |&ter man sig framforallt styras av en inre
matematisk estetik, vilken innebar starka krav parenodling av struktur och naturliga kopplingar
mellan olika begrepp. Detta har visat sig leda till matematiska teorier som varit forvanansvart
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effektiva nar de tillampats pa olika problem med anknytning till den fysikaliska verligheten.

Det &r viktigt att betona att matematiken inte & ndgon vetenskap. Vetenskapen forsoker
beskriva verkligheten s som vi upplever den, medan matematiken beskriver en hypotetisk
varld dar alla pastdenden ar betingade (= inleds med “om”). Kom ihadg att (P P Q) betyder “om
P & sant s& & dven Q sant”. Detta sager ingenting om sanningshalten hos vare sig P eller Q
utan ger endast en upplysning om relationen mellan de forhdlanden under vilka de & sanna.
Det &r darfér som Bertrand Russel beskrev matematiken som “den disciplin dér vi inte vet vad
vi talar om och inte heller huruvida det vi siger & sant eller inte”. Matematiska pastaenden &r
altid betingade av de axiomatiska utgangspunkterna. Med en spraklig analogi skulle man
kunna saga att matematiska pastadenden alltid formulerasi konjunktiv form (Om P vore sant sa
bleve Q sant) medan vetenskapliga pastaenden uttrycksi presens (P ar sant).

2.4 Att tilldmpa en matematisk teori

Orsaken till att man vill befriasig fran intuitionen nar man beskriver de matematiska begreppen
ar att man vill forsoka frilagga exakt hur begreppen logiskt beror av varandra. | vara intuitiva
forstallningar finns oftast ett antal dolda begrepp och sammanhang, och om man skulle ta med
dem i definitionerna sa skulle de logiskt relevanta strukturerna bli mindre tydliga. Man strévar
alltsd efter att synliggora exakt vad det & man stodjer sig pa nar man genomfor ett matemati skt
resonemang. Podngen med detta & att de matematiska resonemangen darigenom blir giltiga
och tillampbarai ett stort antal olika konkreta situationer.

Att anvanda abstrakt matematik pa ett konkret problem brukar kallas att tillampa matematiken.
Detta innebér att man till sitt problem associerar en matematisk teori samt en modell som upp-
fyller axiomen i densamma. N& man gjort detta kan man omedelbart sluta sig till att modellen
aven uppfyller teoremen i den matematiska teorin. Om teorin har ett stort antal teorem, s vet
man alltsa en massa saker om modellen genom att man redan har bevisat dem “en gang for ala’
enbart med utgangspunkt fran axiomen.

2.5 Hur matematiken tillampas pa vetenskapen

Anda sedan grekerna inférde den axiomatiska metodiken har matematiken kampat en 1&ng och
hard historisk kamp for att befria sig fran all underliggande mening (= innehall = semantik).
Den har déarvid utvecklats till ett formellt spel av den sort som beskrivits ovan, vilket kénne-

tecknas av en extremt renodlad struktur (= syntax) somi sig §av & menings 6s’.

En matematisk teori far mening forst nér den tillampas pa nagot problemomréde. Varje modell
som uppfyller de matematiska axiomen fyller den matematiska teorin med mening. Det &r dar-
for vi har ett sa stort behov av konkreta exempel pa tillampningar av matematik. Utan dessa
upplevs den formella matematiken med rétta som meningslés. Den frustration som man ofta

1. “Onthe Unreasonable Effectiveness of Mathematicsin the Natural Sciences” & en berémd artikel pa dettatema skriven av
fysikern Eugene Wigner [(22)].

2. Ett beromt forsvarstal for den sk. “rena’ matematiken finns &ergivet i [(9)].
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kan kanna 6ver detta faktum beror pa att man forvantar sig en mening dér denna omsorgsfullt
har abstraherats bort.

Figur (27), illustrerar hur matematiken tillampas inom vetenskapen. Som beskrivits ovan bestar
matematiken av en mangd villkorliga (= hypotetiska) pastaenden. V etenskapen anvander mate-
matikens logiska resonemangsformaga (A b B) for att transformera ett antagande (A & sant)
till en logisk slutsats (da maste &ven B vara sant).

Vetenskap
| |
Experimentell Teoretisk
7T 1
arEtt:
Faktum A arsant |- T Antagande
Matematik
&
1 B éverlever * *
testet om A vore sant - >
A bleve Bsant [ -~~~ 7] Betingat Pastaende
ettTest ’ :
, dd méste B . *
<<&En>> - *
* * \/ vara sant  |-------- > Loglg( . -
Experiment |* 1] Slutsats [ Teori

Vederlaggning av antaganden genom
vederl&ggning av deraslogiska slutsatser

Fig. 27. Samspelet mellan matematiken och vetenskapen.

Varfor vill da vetenskapen omvandla antaganden till logiska slutsatser? Orsaken till detta ar att
vetenskapen vill forvandla teoretiska antaganden till experimentella fakta, vilket den forsoker
gbra genom att utsdtta de logiska slutsatser som foljer ur antagandena for falsifikationsforsok
genom experiment*. Poangen &r att de logiska slutsatserna (om de ska vara anvandbara) maste
varamycket | attare att testa experimentelIt an de ursprungliga antaganden fran vilka de har hér-
letts med hjélp av logiska (= matematiska) metoder. Pa detta sétt sluter vetenskapen cirkeln och
de antaganden, vars logiska slutsatser dverlever de experimentella fal sifikati onsf érsoken trans-
formeras (gradvis) till vetenskapliga fakta.

Den tjocka gra pilen i diagrammet representerar ett egendefinierat UML-element som vi kan
kallaen trendpil. Den uttrycker entendens - i dettafall tendensen att betrakta antagandet A som
ett vetenskapligt faktum. Det & genom att Gverleva mangaolika falsifikationsforsok - av manga
olika logiska slutsatser dragna fran A - som antagandet A till slut uppnar status som ett veten-
skapligt faktum.

1. Eftersom vi bara kan méta skillnader (och aldrig likheter) sa kan vi aldrig experimentellt bevisa en fysikalisk “naturlag”
(som formulerats som en matematisk likhet). Vi kan enbart forstérka hypotesen om dess giltighet genom att vi inte lycka-
des méta upp négra signifikanta skillnader frén de teoretiska varden som lagen forskriver.
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Fig. (28) visar en begreppsmodell som forsoker beskriva hur naturlagar uppstar. Vi bildar
begrepp i syfte att ge struktur & de fenomen vi upplever. Vara begrepp leder till en teori, vilken
enligt tidigare bestar av utsagor klassificerade i tva grupper - axiom och teorem. Teorin leder i
sin tur till hypoteser (= forvantningar) vilka kan testas genom experiment.

Fenomen %( Begr eppsbildning) Begrepp

1

Forkastad Naturlag

B tasfieay  |™ Teori
Hypotes ?
Struktur % Utsaga
Foérsvagning yi
Rum nej ——— Axiom
T For stérkning
Tid forvantan uppfylld? la Teorem
nej
aerstallbar? Resultat
Erfarenhet (Experimenter ande} Forvantan

Fig. 28. Begreppsmodell 6ver hur naturlagar uppstar.

Vid genomforandet av ett experiment kan tva olika saker intréffa. Antingen uppfylls forvant-
ningarna vilket leder till en foérstéarkning av den underliggande hypotes som skulle testas, eller
ocksa uppfylls inte forvantningarna, vilket leder till en forsvagning av motsvarande hypotes.
Om hypotesen dverlever tillrackligt manga experiment sa kanoniseras den till sist och uppnar
status av naturlag. Om den déaremot vederl &ggs av tillrackligt manga (trovérdiga) experiment sa
maste den forkastas tillsammans med den teori som den byggde pa. Dettaleder till ny begrepps-
bildning, omformulering av teorin, nya forvéantningar och nya experiment, etc.

De erfarenheter som experimenterandet ger oss - kombinerade med de teorier som vi skapar
med hjalp av vara begrepp - leder fram till en struktur pa fenomenen som gor vara upplevelser
av varlden begripliga for oss. | diagrammet i Fig. (28) & denna struktur indelad i tva olika
typer: Rum(s)Struktur respektive Tid(s)Struktur. Klassificeringen av ett fenomen med avse-
ende parum eller tid har att géra med dess grad av aterstallbarhet. Om det (i princip) ar magjligt
att dterstalla effekten av upplevelsen (= “flytta tillbaka det som forandrades’) sa forlagger vi
fenomenet i rummet, dvsvi gor det till ett rumsligt fenomen. Om det daremot inte & majligt att
aterstélla fenoments effekter sa forlagger vi det i tiden.t Med modern I T-terminologi skulle vi
kunna séga att rumsfenomenen har undo medan tidsfenomen saknar detta.

1. Dettasétt att beskriva skillnaderna mellan rum och tid gar tillbakattill den franske matematikern och filosofen Henri Poin-
caré (1848-1912) och finns beskrivet i [(15)].
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3 Matematisk begreppsmodellering

3.1 Introduktion

Matematiken & ett exempel pa ett hart kalibrerat begreppsomrade. Den storsta delen av en
modern matematisk text utgors av definitioner, vilket vittnar om att matematikerna légger ner
stor moda pa att beskriva begreppens egenskaper och deras forhallande till varandra pa ett sa
preciserat satt som mgjligt.

3.2 Fordelar med en begreppskarta

Som vi berorde i Kapitel (1.1) sd har en begreppskarta flerafordelar i jamforelse med en verbal
presentation av motsvarande begreppsrelationer. Tva av dessa fortjanar att sarskilt framhallasi
detta sammanhang

For det forsta: En begreppskarta ar att den bryter upp ordningen i den verbala framstaliningen
av begreppsrelationerna. Den visar ala relationer pa samma gang, till skillnad fran en verbal
framstéllning, som &r tvungen att vélja att beskriva dem i en viss ordning. En verbal framstall-
ning av en relation mellan tva begrepp kan betraktas som en resa pa kartan - en navigerad vég
fran det ena begreppet till det andra. En bakomliggande orsak till fordelen med en begrepps-
karta i forh@lande till en verbal presentation & det faktum att var formaga att visuellt Gver-
blicka en begreppsrelation fran olika hall & betydligt storre an véar formaga att verbalt byta
riktning pa relationen ifraga. Vi kan altsa lattare “visuellt integrera” informationen och med
kartans hjalp skapa 6verblick och ge oss en helhetshild av relationerna mellan begreppen. Det
ar ju precis darfor som vi kallar det “overblick” och “helhetsbild”.

For det andra: En begreppskarta skapar ett Gvergripande logiskt sammanhang mellan begrep-
pen. Bade begreppen (= noderna) och lankarna (= bagarna) pa kartan kan sedan forses med
olika typer av innehdll, varefter kartan kan navigeras och innehalet presenteras ur ett antal
olika (konfigurerbara) aspekter (= filter). Genom att begreppsinnehallet presenteras separat fran
begreppsrelationerna blir det majligt att ta del av innehallet utan att forlora dverblicken Gver

relationerna, dvs sammanhanget®.

3.3 Ett enkelt exempel

Vi har redan sett exempel pa matematisk begreppsmodellering, t.ex. begreppsmodellen av en
matematisk teori i Fig. (26). Matematiken kan &ven delas in i olika &mnesomraden, svarande
mot olikatyper av (= sorters) matematik. Fig. (29) visar fyra olika matematiska omraden: Geo-
metri, Algebra, Analys och Kombinatorik. De tre prickarna anger att uppdelningen inte ar
fullstandig, dvs att det finns manga andra typer av matematik som inte visas i diagrammet.
Naturligtvis finns det heller inga “ vattentédta skott” mellan de olika omradena, utan de 6verlap-

1. Enprototyp till ett 6verblicksverktyg for navigation av begreppssammanhang och presentation av begreppsinnehdl som
bygger pa dessa principer & for narvarande under utveckling pa CID. Den gar under namnet Conzlla och finns nérmare
beskriven pa http://cid.nada.kth.sefil. De underliggande principerna for begreppsnavigation finns beskrivnai [(13)].
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par med varandra pa samma satt som dag och natt dverlappar i skymning. Anda ar det i ménga
sammanhang poangfullt att genomfora en uppdel ning pa detta sétt. Fig. (29) visar dven en upp-
delning av geometrin i delomradena (= subtyperna) Algebraisk Geometri, Differential Geo-
metri och Projektiv Geometri.

M atematik
|
Geometri
| Algebra
Algebraisk
Analys
Differential
Kombinatorik
Projektiv

Fig. 29. Matematik och Geometri indeladei nagra olika amnesomraden.

3.4 Lingvistiskt baserad matematisk begreppsbildning

| sitt berdmda Erlangerprogram frén 1872 framlade den store geometrikern Felix Klein idén att
betrakta en geometri som en samling pastadenden om objekt som &r invarianta (= forblir ofor-
andrade) under en grupp av transformationer (se t.ex. [(12)]). Detta markerar borjan pa det
moderna betraktel sesétt som betraktar varje geometri som en sorts sprak, med sin egen samling
av verb (= transformationer) och substantiv (= invarianter). Vart sprék & intimt relaterat till
vara metoder for begreppsbildning. Verben beskriver operationerna (forandringarna) som vi
kan observera— eller forestélla oss — medan substantiven beskriver invarianterna, dvs de ” sub-
stanser” som Overlever verbens operationer (transformationer). Adjektiven beskriver vardet av
aspekter (egenskaper) hos substantiven — som t.ex. i satsen: "den rdda bilen stannade”, dér
adjektivet "rod” representerar vardet av aspekten "farg” hosjust den omtalade instansen av sub-
stantivet "bil”.

| det moderna matematiska synsattet uppfor sig alltsa ett geometriskt system som ett sprak. Det
har sina verb, som uttrycker de till&tna transformationerna (= rérelserna), och sina substantiv,
som uttrycker dess invarianter, dvs de begrepp som overlever verbens rorel se-transformationer.
Sa utgor t.ex. begreppet "kvadrat” ett substantiv i den vanliga euklidiska geometrin, eftersom
transformationernai denna geometri bestar av de vanliga (stela) rérel serna samt likformig for-
storing och forminskning, och dessa forandringar forvandlar en kvadrat till en ny kvadrat —
"lamnar kvadrat-egenskapen invariant” som en matematiker skulle uttrycka saken. Begreppet
kvadrat & sdledes ett euklidiskt begrepp, eftersom det Gverlever att transformeras av de eukli-
diska verben.
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| de geometriska skuggornas véarld déaremot — s.k. projektiv geometri — &r inte begreppet kvadrat
valdefinierat. | projektiv geometri &r alla skuggbilder av en plan figur ekvivalenta, eftersom de
overforsi varandravia projektion fran en punkt mot ett plan — en tillten rorel se-transformation
i projektiv geometrit. Eftersom en kvadrat kan projicerastill en ”sned” fyrhorning, s dverlever
inte kvadraten de projektiva rérelserna, och &r darfor - i Kleins mening — inget projektivt sub-
stantiv. Det relevanta (= invarianta) begreppet & i stdlet “fyrhdrning”.

Geometri

=

Fyrhorning Projektiv

T T

Parallellogram ——— Q| Affin

T T

Rektangel Euklidisk

Aﬁ

Kvadr at

Fig. 30. Invarianta begrepp (= substantiv) i nagra olika typer av geometri.

Den sk. affina geometrin & en specialisering av den projektiva geometrin (och en generalise-
ring av den euklidiska geometrin) som karaktériseras av att den bevarar paralléllitet (se [(12)]).
De affina verben avbildar alltsa parallellalinjer pa paralellalinjer, medan vinklar i allmanhet
inte bevaras. Begreppen “kvadrat” och “rektangel” saknar darfér mening i den affinageometrin,
dér det relevanta begreppet i stéllet blir “parallellogram”, eftersom varje parallellogram forblir
en parallellogram nar den undergar en affin rorel setransformation. Dessa forhallanden illustre-
rasi Figur (30).

3.5 Begreppet matematisk komposition

En matematisk komposition (= sammanséttning) innebdr ett sétt att satta ihop saker genom att
kombinera dem. Exempel pa kompositioner &r addition, subtraktion, multiplikation och divi-
sion, vilka samtliga sétter ihop tvatal och gor ett nytt tal av dem. Ett st att betrakta en mate-
matisk komposition & som en sorts maskin dar vi matar in ett antal matematiska instanser
(input) som sedan omvandlas (= transformeras) pa ndgot sétt och matas ut ur maskinen? i form
av output. De saker som stoppas in i kompositionsmaskinen kallas operander och det som
kommer ut ur den kallas resultat. N&r man talar om en matematisk komposition brukar man
dessutom kréva att bade operanderna och resultatet ska vara av samma matematiska typ (t.ex.
heltal eller rationellatal).

1. Endversiktlig beskrivning av projektiv geometri finnsi [(2)]. En fordjupad framstélining av &mnet gest.ex. i [(3)].
2. En sidan typ av maskin kallasi matematiken allmant fér en funktion.
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En viktig egenskap hos en komposition & dess sk. aritet, vilket star for antalet operander i
kompositionen. En komposition med aritet 1 (dvs med en operand) kallas en undr komposition,
medan en komposition med aritet 2 kallas en bindr komposition. Kompositioner med hgre ari-
tet an 1 eller 2 & ovanligai matematiken.

De fyra raknesatten, addition, subtraktion, multiplikation och division & exempel pa bindra
kompositioner. Att taminus av ett tal & daremot ett exempel pa en unar komposition. Minus av
ett tal a brukar kallas for talets additiva invers (betecknad -a) och stér for det tal som adderat till
det ursprungligatalet ger talet 0, som &r det additiva enhetstalet, dvs a + (-a) = 0. Operationen
att “taminus’ &r alltsa synonym med additiv invertering. Ett annat exempel paen unar kompo-
sition & multiplikativ invertering. Den multiplikativa inversen till ett tal a brukar kallas “ett-
genom-a” (betecknad 1/a) och star for det tal som multiplicerat med a ger talet 1, som & den
multiplikativa enheten, dvsa » (1/a) = 1.

En vakand svarighet i skolmatematiken ar att skilja mellan subtraktion och additiv invertering.
Anledningen till den begreppsforvirring som rader pa detta omrade &r att symbolen minus (-)
anvands i tva helt skilda betydelser, namligen dels for att beteckna den unéra kompositionen
additiv invertering (-a), dels for att beteckna den bindra kompositionen subtraktion (a-b). Addi-
tiv invertering och subtraktion & alltsd homonyma begrepp eftersom de betecknas av samma
symbol. [se Kapitel (1.4)]. En begreppskarta dver olika typer av matematiska kompositioner
som sammantattar ovanstaende diskussion visasi Fig. (31).

Komposition
operand[1..*]:Typ
resultat:Typ
{en operand} {tva operander}
Unér Binar
) TR AN
<<BEN>> <<&En>>,’ v <<8En>>
{symbol = +} S : : B {symbol =+}
Invertering: Addition: Multiplikation:
oper and=oper and operandl=termi| ' [ operandl=faktorl
resultat=invers operand2=term2| . . | operand2=faktor2
resultat=summa | ' resultat=produkt
{symbol = -} {symbol = 1/} X l
Additiv Multiplikativ {symbol =-} o {symbol =1}
Subtraktion: Division:
<<synonym>> <<synonym>>
operandl=terml operandl-=taljare

operand2=term2 operand2=namnare

Minus EttGenom resultat=skillnad resultat=kvot
addition av multiplikation med
additiva inversen multiplikativa inversen
till operand nr 2: till operand nr 2:

a-b = a+(-b) a/b = ax(1/b)

Fig. 31. Begreppsmodell av nagra vanliga typer av matematiska kompositioner.
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Notera: | Fig. (31) har vi anvéant namngivna varden for att uttrycka symbolernafor de olika
aritmetiska raknesétten. Vi hade lika garna kunnat anvanda oss av stereotyper pa det
sétt som visasi Fig. (32).

<< = >> <<+ >> << * >>
Additiv invertering Addition Multiplikation

. .<<1/.>>. . <<=->> << />>
Multiplikativ invertering Subtraktion Division

Fig. 32. Aritmetiska symboler som stereotyper.

Det & vart att notera ett par saker i anslutning till Fig. (31). | begreppsiadan for Komposition
framgér att varje komposition har en eller flera operander av sammatyp, samt att operandernas
typ maste Gverensstamma med resultatets typ. Vidare & saval invertering som addition, sub-
traktion, multiplikation och division beskrivna som instanser av typ unar- respektive binar-
komposition. Vardet pa attributet operand &r term for instansernaAddition: och Subtraktion:
, faktor for instansen Multiplikation:. och taljare respektive namnare for instansen Divi-
sion:.Vad géller instansen Invertering: sa har attributet operand i allmanhet inget speciellt
namn (= vérde). Operanden i en inverteringsoperation kallas fortfarande for “ operand” medan
resultatet av en inverteringsoperation kallas invers. Attributet operand kan altsa i detta fall
sagas ha sig sav som varde, vilket forklarar utseendet av begreppsladan for [nvertering:.
Detta reflekterar helt enkelt sprakbruket inom omradet, vilket ju & avsikten med en begrepps-
modell.

3.6 Metodiskariktlinjer vid matematisk begreppsmodellering

Att begreppsmodellera ett problemomrade kan goras pa manga olika sitt med betoning paolika
aspekter. Modelleringen kan dessutom utforas med olika uppl 6sning (= finkornighet). Podngen
med en begreppsmodell &r ju att fokusera pa vissa strukturer inom omradet och utelamna andra.
Det &r darfor svart att ange en generell metodik som passar for ala typer av matematisk
begreppsmodellering. De metodiska riktlinjer som anges nedan kan dock vara bra att ha som
utgangspunkt.

 Upprétta ett terminologiskt lexikon éver de matematiska begrepp du vill modellera. Beskriv
begreppens definition (= intention) sa kortfattat som majligt (ett par meningar) och ange exem-
pel (instanser) pa varje begrepp.

* FOr varje matematiskt begrepp B som du har noterat, skriv ner olika egenskaper (= attribut)
hos begreppet B. Gor en kort beskrivning av vad varje egenskap innebar. Skilj noga mellan
instansattribut (vars varden varierar med olikainstanser av begreppet B) och klassattribut (vars
varden & gemensammafor allainstanser av begreppet B). Rékneregler och satser for begreppet
B ar exempel paklassattribut for B eftersom de géller for allainstanser av B.

« Finns det nagra speciella beteckningar (= matematisk notation) for begreppet B? Noterai sa
fall dessa
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» Anteckna eventuella synonymer (= andra namn) for begreppet B.

« Skriv ner de operationer som kan utforas painstanser av begreppet B. Tank pa att manga ope-
rationer omfattar flera begrepp. Sadana operationer hor darfor inte naturligt ihop med nagot
enstaka av dessa begrepp.

* Bestér begreppet B av ndgra delar som sjalva & matematiska begrepp? Beskriv i sddana fall
delarnas egenskaper och vilka operationer som kan utforas pa dessa

« Kan begreppet B generaliseras eller specialiseras till nagot annat matematiskt begrepp?

« Ar begreppet B associerat med ndgot annat matematiskt begrepp? | s& fall, har associationen
nagot naturligt namn? Finns det ndgra naturliga rollnamn for de olika sidorna av associationen?
Hur manga instanser pa den andra sidan kan en instans pa den ena sidan vara lankad till?
Uttryck eventuella begransningar genom att ange multipliciteter.

« Skriv ner olika anvandningsomraden for begreppet B, dvs olika sammanhang i vilka begreppet
B kan forekomma, sdval inom andra omraden av matematiken (&n det som du for narvarande
modellerar) som inom tillampningar av olika slag. Uttryck kopplingen mellan B och varje
anvandningsomrade som en association, och ge associationen ett beskrivande namn som t.ex
<<férekommer i>> eller <<anvandsinom>>.

Det &r viktigt att betona att den matematiska begreppsmodelleringen inte syftar till att fram-
stélla programkod, utan till att fokusera pa begreppen och deras relationer. Arbeta darfor garna
med t.ex. kommentarsnoter om du kanner att du vill uttrycka nagon struktur som inte riktigt far
plats bland de UML begrepp som vi har infort. Du far naturligtvis &ven anvanda UML begrepp
som inte har inforts hér - det & dock inte meningen att du ska behéva dem i dina modellerings-
uppgifter.

| den har skriften har vi huvudsakligen beskrivit den statiska delen av UML. Dessa element
lampar sig bast for att modellera begreppens attribut och relationer. Det & darfor meningen att
du ska koncentrera dig pa dessa aspekter i ditt matematiska modelleringsarbete.

3.7 Standardbeteckningar foér matematiska talmangder
N = Naturligataen={0, 1, 2, 3, ....}.

Z =Hedataen={ ...-2,-1,0,1,2, ...}.

Q = Rationellatalen.

R = Redllataen.

C = Komplexataen.

32



3.8 Exempel - begreppet reellt polynom i en variabel

Konvention: N&r vi nedan talar om begreppet Polynom menar vi hela tiden begreppet Reedllt
polynom i en variabel.

3.8.1 Terminologiskt lexikon

* polynom: summa av ett andligt antal termer.
« exempel pa (= instans av) polynom: 3x2-4x+7

* term: produkt av en koefficient och ett antal kopior (= forekomster) av en variabel.
» exempel: termernai polynomet 3x2-4x+7 & 3x?, -4x och 7.

* koefficient: ett reellt tal, dvs en medlem i mangden R.
» exempel: koefficienternai polynomet 3x*-4x+7 & 3, -4 och 7.

* variabel: en symbol (= namn) som kan representerta (= anta) olika reella talvarden. En sym-
bol bestdr oftast av en bokstav. Man kan tanka pa en variabel som en |&da med ett namn och
eventuellt ett varde (=innehdlleti l&dan). Att bytavérde pavariabeln motsvaras da av att andra
innehdllet i [&dan.

* exempel: polynomet 3x>-4x+7 har en variabel med namnet x.

* varde: ett element i mangden R av reellatal.
« formell variabel: symbol som inte har ndgot véarde.

« polynomgrad: ett polynom har en grad som anger storsta graden hos nagon av dess termer.
» exempel: polynomet 3x>-4x+7 har grad 2, eftersom termerna har grad 2, 1, resp. 0.

* termgrad: varje term har en grad som anger antalet forekomster av variabeln i termen. Graden
av en term &r alltsa lika med antalet faktorer (= kopior) av variabeln som ingdr i termen.
* exempel: termen 4xxx = 4 (i variabeln x) har graden 3.

» addition (av tva polynom): summan av tva polynom &r ett nytt polynom som bildas genom att
termer av sammagrad i de bada polynomen adderas.

« addition (av tva termer): suman av tva termer av samma grad & en ny term av samma grad
vars koefficient & summan av de bagge termernas koefficienter.

« multiplikation (av tva polynom): produkten av tva polynom bildas genom att varje term i det
ena polynomet multipliceras med varje term i det andra polynomet och de resulterande ter-
merna adderas.

 multiplikation (av tva termer): produkten av tvatermer & en ny term vars grad & summan av
graderna hos de bada termerna och vars koefficient & produkten av koefficienterna hos de bada
termerna.
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3.8.2 Exempe paanvandningsomraden for polynom (inom matematiken)

Polynom anvénds oftafor att bilda funktioner. Sdva polynomet kallasi detta sammanhang ofta
formellt polynom och den funktion man bildar med polynomets hjélp kallas en polynomfunk-
tion. Det begrepp som beskrivits ovan under namnet polynom & i sjdlva verket liktydigt med
formellt polynom.

En polynomfunktion p:R® R anvander ett formellt polynom p(x) for att avbildavarjereellt tal
a paett annat reellt tal via utbyte av polynomet p:s formella variabel x mot talet a och utrakning
av motsvarande varde, som vi kallar b. Detta brukar kallas inséttning av a i polynomet p och
sambandet mellan a och b uttryckes b = p(a). Oftast sdger man bara att variabeln x varierar
Over talmangden R och kallar resultatet av insdttningen av x-vérdet i polynomet p for y, dvs
man skriver y = p(x) for att beteckna sambandet mellan ett godtyckligt x-varde och motsvarande
utraknade polynomvarde.

3.8.3 Begreppsmodell av reella polynom i en variabel

Reellt polynom i en variabel

polGrad:N
enVariabel:Variabel
$rakneregel[*]:Formel

Polynomfunktion R ---> R

addition(Polynom): Polynom
multiplikation(Polynom): Polynom
subtraktion(Polynom):Polynom
division(Polynom): Rationel ltUttryck

{polGrad = max(termGrad)} 1
<<summa>>

1..polGrad+1
Term en term bestér av
Eggfdfukten av
. icienten
ter mGrad' N och termGrad kopior
koefficient:R av variabeln

Fig. 33. Begreppet redllt polynom i en variabel.

3.9 Nagraexempel pa blandade begreppsmodeller

Vi ska avduta med att presentera nagra begreppsmodeller som & uppbyggda genom att blanda
UML med en allmén mind-mapping teknik. Avsikten &r att visa att man kan bygga begrepps-
beskrivningar pa manga olika sétt for att passa olika syften. UML utgor en spréklig utgangs-
punkt, men &ven en begrénsning som man ar fri att 6verskrida om man vill.



3.9.1 Konsten att skapa svarigheter i matematikundervisningen

Ett problem i den tidiga matematikundervisningen & de starka forvantningarna att matematiken
kommer att bli svar nar man kommer upp pa hogstadiet. Denna attityd & mycket smittsam. vil-
ket blir specidllt tydligt nér man ska bdrjar rakna med symboler - eller “raknamed x” som man
brukar sdga. Den konversation som étergesi Fig. (34) & nog tyvarr ganska typisk i detta sam-
manhang.

Att raknamed x ar svart.
Jag forstod det aldrig
nar jag gick i skolan.

. <<arEtt>>

\
Forsvar Foralder
Attityd Larare

\ <<&En>>

Barn, vi ska nu bérjarakna
med det dar mystiska talet x
som ni alla har hort talas om.

Forvantan Barn

/T\<<érEn>> <>
Jag kommer aldrig
att begripa det har!

Begreppsmaéssig svarighet

! <<&ren>>

—( Minsta tecken pd mentalt motstand )

‘ Bekraftelse
/T\<<érEn>>
Just det, precis som jag trodde,
jag kan helt enkelt inte forsta det héar!
v
tid

Fig. 34. x-istentiella forvantningar inom skolmatematiken™.

1. | figuren & instanser av begrepp dtergivnai rutor med rundade hérn. Denna notation & ofta mycket praktisk och anvands
bl.a. i OMT (Object Modeling Technique [(17)]) som & den mest spridda féregangaren till UML.
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3.9.2 Envariabel som en |&da med ett namn och (eventuellt) ett innehall

N&ar min dotter Ylva gick i 1&g-och mellanstadiet hade jag méjlighet att genomfora ett antal
olika matematikpedagogiska experiment i hennes klass. Experimenten - som gick under sam-
lingsnamnet Forstklassig Matematik - innefattade bl.a. att |éra barnen att rakna med x nér de
gick i 4:e klass. Ett ord som jag konsekvent undvek i detta sammanhang var “variabel”. Jag
anvandei stéllet analogin mellan en variabel och en lada som utgangspunkt. Bada har ett namn
och eventuellt &ven ett innehal, ifall vi har givit variabeln ett varde - dvs om vi har lagt nagot i
|adan. Med denna metafor kan man betrakta ekvationer som samband mellan innehdlet i ett

antal olikalador. Att |6saekvationernablir daliktydigt med att listaut vad som finnsi (vissaav)
|adorna.

inl&rningsordning
A

<<argn>> ~
( > ) ——————————————————— >| Pil

2
a a <<&rEn>>
()? % - SSEEPZ 5[ Funktion
AN
/ N
4 y y=x2\
1
- SEER2 ST Grafisk Lad-Relation
X2
X
\ X 1 /
) <<arEn>> o - .
y=x2 ) ST L ad-Relation

ark
(@)t ST -5 Lad-Kvadrering

( Xy ) { T2 ST ad-Multiplikation

<<aren>> o
K ( X ) Lada

<<leder till>>

X - fixering

Fig. 35. Variabler och funktioner - traditionell respektive ladmaéssig appr oach.
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Detta sétt att betrakta variabler & vadigt konkret och visade sig vara l&tt att forsta for barnen.
Det motsvarar dessutom exakt det sitt pa vilket symboliska matematikprogram, som t.ex. Mat-
hematica™ behandlar variabler. N&r man matar in ett namn pa en variabel till Mathematica,
svarar programmet med att ange variabelns vérde (= 1adans innehdll) - ifall nagot sédant varde
har tilldelats variabeln (= lagtsi 1&dan). | annat fall svarar Mathematica med att ange variabelns
namn. Genom att demonstrera detta beteende - och forklara det i termer av att “rékna med
lador” - lyckades jag forankra idén om vad en variabel &r for nagot hos var och en av de 25
eleverna- vid en tidpunkt da de gick i 4:e klass, dvs d& de var ungefar 10 & gamla

Figur (35) illustrerar det traditionella respektive det | adbaserade séttet att ténka pa variabler och
funktioner - tva grundldggande begrepp som maste beméstras for att skaffa sig tilltréde till
matematikens hogre abstraktionsnivaer. Den vanstra delen av figuren visar de olika abstrak-
tionsnivaer som upptrader i den traditionella forklaringsmodellen, medan den hogra delen visar
hur motsvarande begrepp beskrivsi “ladmodellen”. Notera att |ador med rundade hérn anvands
for att beteckna instanser, vilket ibland &r praktiskt ur tydlighetssynpunkt.
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